
1. cvičeńı z diskrétńı matematiky 6.10.2025

Definice. Ř́ıkáme, že č́ıslo n děĺı č́ıslo m beze zbytku a ṕı̌seme n | m, když existuje celé č́ıslo k takové,
že n · k = m.

Definice. Definujeme Fibonacciho posloupnost jako F0 = 0, F1 = 1 a pro každé i ≥ 2 : Fi = Fi−1+Fi−2.

1 Důkazy

Př́ıklad 1 (Suma mocnin dvojky).
Dokažte, že pro každé n ≥ 0 plat́ı

∑n
i=0 2

i = 2n+1 − 1.

Př́ıklad 2 (Dělitelnost).
Indukćı dokažte, že pro každé n ≥ 0 plat́ı 4 | (6n2 + 2n).

Př́ıklad 3 (Šachovnice).
Mějme šachovnici o rozměru 2n×2n, ve které chyb́ı jedno libovolné poĺıčko. Dokažte, že ji lze zcela pokrýt
kostičkami tvaru ṕısmene L (zab́ıraj́ıćı tři poĺıčka).

Př́ıklad 4 (Sudé × liché).
Dokažte, že pro každou neprázdnou n-prvkovou množinu plat́ı, že počet všech jej́ıch podmnožin sudé
velikosti se rovná počtu všech jej́ıch podmnožin liché velikosti.

Př́ıklad 5 (Teleskopický součin).
Dokažte, že plat́ı

∏n
i=1

i+1
i = n+ 1 pro každé n ≥ 1.

Př́ıklad 6 (Nuly vedle sebe nechceme).
Ukažte, že počet posloupnost́ı nul a jedniček délky n takových, že neobsahuj́ı dvě nuly bezprostředně
vedle sebe, je roven Fn+2.

Př́ıklad 7 (Suma Fibonacciho č́ısel).
Dokažte, že pro každé n ≥ 0 plat́ı

∑n
i=0 Fi = Fn+2 − 1.

Př́ıklad 8 (Neexistence cykl̊u).
O jisté množině stát̊u E jsme zjistili, že splňujě:

1. ∀x ∈ E ∀y ∈ E : V (x, y) ⇒ ¬V (y, x)

2. ∀x ∈ E ∀y ∈ E ∀z ∈ E : V (x, y) ∧ V (y, z) ⇒ V (x, z)

Dokažte, že v E neexistuje posloupnost stát̊u x0, . . . , xn t.ž. V (x0, x1)∧V (x1, x2)∧ . . .∧V (xn−1, xn) kde
x0 = xn.

Př́ıklad 9 (Prvoč́ısla).
Dokažte, že prvoč́ısel je nekonečně mnoho.

2 Hádanky

Př́ıklad 10 (Rovnoramenná váha).
Máme k dispozici rovnoramennou váhu a 9 minćı. Jedna z minćı je ovšem falešná, což se pozná tak, že
je lehč́ı než ostatńı mince, které váž́ı všechny stejně. Na kolik nejméně vážeńı dokážeme zjistit, která z
minćı je falešná?

Př́ıklad 11 (Topinky).
Jakožto chudý student nemaj́ıćı dost peněz na topinkovač si smaž́ıme topinky na pánvi. Opéci jednu
stranu topinky trvá 5 minut. Na pánev se vejdou současně nejvýš dva kraj́ıce. Jak dlouho bude trvat
opečeńı tř́ı kraj́ıc̊u chleba? Jak dlouho bude trvat opéct n kraj́ıc̊u chleba?

Vı́ce info k cvičeńı: https://kam.mff.cuni.cz/~mprokopic/
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